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GUIA BASICA DE
MATEMATICA

OBJETIVOS

Que los alumnos:

v

v

ANEANERN

Reconozcan la utilidad de las estructuras matematicas para el célculo y modelado de problemas
afines a su futura actividad profesional.

Adquieran herramientas que permitan utilizar las estructuras matematicas, luego de reconocidas su
utilidad.

Conozcan aplicaciones concretas de las matematicas a las ciencias de la salud.

Manejen el concepto de funcidn en una o mas variables, reconociendo sus caracteristicas y
propiedades.

Conceptuen la idea de limite funcional y adquieran la habilidad para su célculo.

Calculen derivadas, aplicando este concepto a problemas de aplicacién.

Adquieran el concepto de integral y puedan utilizarlo para resolver diferentes aplicaciones.

CONTENIDO

TEMAS
1.- Expresiones Logaritmicas y Exponenciales.

2.- Trigonometria. Ecuaciones Trigonométricas.

3.- Funcion, Limite y Continuidad.

4.- La Derivada. Aplicaciones.

5.- La Integral. Aplicaciones.




Tema 1: EXPRESIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES

Definicidn de Logaritmo
El logaritmo de un nimero, en una base dada a, es el exponente al cual se debe elevar la base a para obtener el nimero x.
logox=y & @ =x para a>0,a¥1y x>0

Esto significa que una potencia se puede expresar como logaritmo, y un logaritmo se puede expresar como potencia.

EJEMPLOS
log;81 =4 e 3% =81 log,1=0o 4°=1 l0gy0 0,001 = =3 « 1073 = 0,001
log, e'? = 12 & 1% = 12 1\ 2 ( 1 ) L, 1
- _ ) - l —J=-36@)3=—
109%4_ 2<—><2) =4 094\ g5 A C)) o2

Propiedades (Logaritmos)

1)log,(1) =0 6) log,(x™) = n-log, x

2)loga(a) =1 7)log;ox = logx Logaritmo Decimal

3)log.(x) =y, x>0 8)log.x =Inx Logaritmo Neperiano o Natural
4)log,(x - y) = logax +10gay | 9)Jog, V = :Z:% bd =106e(=2,71...)
5)log,(x/y) = log,x —log,y | 10) cologx = —logx Cologaritmo

EJERCICIOS RESUELTOS

logip1=0 log,(8) =log,(23) ==3-1log,(2) =3-1=3
log1990 =1log9-10 =log9 +1log10==10,95+1 =195 log(e™1?) = —12-loge = —12-0,43 = —5,21
3 1
log (E) =log3—1log2=048-0,30=0,18 In (§> =nl-mn2=0-069=-069
l 2_logZ~0,30_5_0625 ; 5_lnS~1,61_146
0934T 10g3= 048 8 0932 T3 =110
1 2 2 2 3 3 3
log Y100 = log ((102)3> =log 103 = 3 log10 = 3 ln\/e_ =In (ez) =5 Ine= 3

Propiedades (Potencias)

n_o,.,. 1
da  =a-"a-*a-*-+a nveces —
a%=1 a"=— a=#0

an

m m 1 m, ,n _ ,m+n

= n . d d d

an = yam a n=-

\/am

m miyn —_— ,m-n

a—=am‘“ (@™"=a

an

Ecuaciones Logaritmicas
Las ecuaciones logaritmicas son aquellas ecuaciones en la que la incégnita aparece afectada por un logaritmo. Ejemplos
(resueltos usando la definicion):
1) log,x=5 > 25=x->x=25=32>x=32
2) log,27=3 > y3=27=335y=133=3-5y=3
3) log 10 =2 » (VW) =10 > w =10
1 1 1 1
4) 1096%=§ > 63=3Yvov3=63>ovV=6
Ecuaciones Exponenciales
Una ecuacién exponencial es aquella ecuacién donde la incégnita aparece en el exponente. Ejemplos (resueltos usando la
definicion):

1) 10**1 = 1000 » 10**1 =103 > x+1=3 >x =2

2) 27 =5- logZS=y—>y=10925=10g55w=z—>y=z
log 2 30 3 3
Otra manera de resolverlo:
27 =5-> logZy=logS—>y-logZ=logS—>y=lOg5=Z—>y=Z
log2 3 3
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EJERCICIOS PARA RESOLVER: Calcular los siguientes logaritmos.

1) logs(729) = 2) log%(a“’) = 3)loge (%) _

4)log 0,0000001 = 5)Ine 10 = 6) log 1000000 =

7)in e 10 = 8)In yes = 9) logze(1)=

10) log,(e?)= 11) log,(15)= 12)log,5(7)=
EJERCICIOS PARA RESOLVER: Determinar x.

1)213% =5 2)e?* =8 3) 52x+2 — 55x-1

4) 107720 = 100 5) m(gx%) _ q(;"ﬂ) 6) 4% = 161 2%

EJERCICIOS PARA RESOLVER: Determinar x.

1 log,(x +1) =3 2) log, 27 =3

3) %log(x +5) =log(2)

4) log,(x +3) + log,(x —5) = 2-log,(x — 6) 5)logs(logs(5x +2)) =1

EJERCICIOS PARA RESOLVER. (Con solucién)

1) 1log,(9* 1 +7)=2+1og,(3*1+1) Sol. x,=1 x,=2
2) 52¥+2 = 35x-1 Sol. x=1,90
) { x2+y? =425

logx + logy = 2 Sol. Los Puntos: 1, = (20;5) y I, = (5;20)

APLICACIONES

1.- Calcular el pH del café negro si la concentracién de iones hidronio es de 1073M.

pH = —log[H,0*] = —log[10~%] = 5 > pH = 5, pH 4cido |

2.- A 25 °C el pH de una disolucién es 4,50. Determinar la concentracién de iones hidronio [H;0"] y de iones hidroxilo [OH™] de
esta disolucién.

4,50 = —log[H;0%] » 10745 = [H;0*] - [H30%] = 3,16 - 10™°M
Sabiendo que: Kw (constante de autoionizacién del agua para 25°)=10714,
Kw = [Hs0*]-[0OH"] > [OH"] = [H"—;ﬁ] =3,16-10"1° > [0H"] = 3,16 - 10~1°M
3
—t
3.- Despejarty B de la Ecuacién: y =ef
—t —t —t
lny=F—>7=lny—> t=—-plny— B=m

4.- Se ha observado que todos los procesos radiactivos simples siguen una ley exponencial decreciente. Si Ny es el numero de
nucleos radiactivos en el instante inicial, después de un cierto tiempo t, el nUmero de nucleos radiactivos N se ha reducido a
N = Nye >, Determinar A.

ax N _at N -1 N
N=Nje" >—=e —>ln(—>=—lt—> A=—-ln(—)
N, N, t N,

Tema 2: TRIGONOMETRIA. ECUACIONES TRIGONOMETRICAS.

Trigonometria

La trigonometria es la parte de la geometria que estudia la relacidén entre los lados de un tridngulo rectangulo y sus angulos. En
términos generales, la trigonometria es el estudio de las funciones seno y coseno; tangente y cotangente; secante y cosecante.
Un angulo es la porcidn del plano limitada por dos semirectas que poseen un origen en comun, se mide en grados, radianes y 1
radianes.

Definiciones

Si 0 pertenece al Il Cuadrante: a = 180° — 6
Si 0 pertenece al lll Cuadrante: a = 6 — 180°
Si 0 pertenece al IV Cuadrante: a = 360° — 0

Ejes de Coordenadas - Cuadrantes
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En el triangulo ABC se cumple: a + 8 + ¢ = 180°

. s c2 = a% + b?
. Teorema de Pitagoras
b
Razones Trigonométricas:
Ty tetoopestone b nrad = 180° = 3,1416... rad
\ c sena = — s ¢~ 5B 1 rad = 57,29578°
cateto adyacente aa a 1 rad = 570 1 7'45 "
OO Ripotenusa ¢ P /2 rad = 90°
c b B tanu:%:g:mnﬁ 7/6 rad = 30°
a+p+y=180° a?+b?=c" yl /4 rad = 45°
seca = — S s 7/3 rad = 60°
a,b: catetos c: hipotenusa mls“ CC' 37/2 rad = 270°
S Sena b P 21 rad = 360°

Circulo Trigonométrico

(0,1) 90° = ;ud

Angulos Notables

Ley del Seno - Ley del Coseno

a b c

senA  senB  senC

a’=b’+c’ -2bccosA

Signos de las Razones Trigonométricas

RazonT. 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° Razén T. 1 ] m v
sena 0 1, \/5/2 \/5/2 1 0 -1 0 sena | + | + | - R
cosa 1 \/§/2 \/5/2 1/2 0 1 0 1 cosa + - - +
tana 0 V3 /3 1 V3 o 0 o 0 tana + - + -
seca 1 | 2v3 /s NG 2 ) -1 0 1 2(:::: Z : ; J_'
csca » 2 NG} 243 /a 1 o 1 o0 ctga + | - . B
ctga 0 V3 1 \/5/ 0 e 0 0
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Identidades Trigonométricas

sen®x+cos’x =1 sec?x =tan®*x + 1 csc?x =cot’x+1
sen2x = 2senxcos x cos 2x = cos® x — sen? x
2tanx
tan2x = ————
1—tan?x
sen(—x) = —senx  cos(—x) = cosx tan(—x) = —tanx

sen(a = B) =senacosf tsenfcosa cos(atf)=cosacosf ¥senasenf

tan(a + B) = tana *+ tan 8
an(a £ p ~1Ftanatanp
sen B = sen(90° — a) = cosa cos B = cos(90° — @) = sena

tan B = tan(90° — a) = cotan «

EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Sabiendo que sena = 7" Calcular las demads razones trigonométricas. El angulo a pertenece al primer cuadrante.

sena=1=% ca=+Vh? —co?2 =22 -12 =+/3

2

ca V3 ¢ co 1 V3
cosa=—=— anqg=—= — = —

h 2 ca +3 3

_h_2_28 _h_2_ _ca_ V3 _
seca=—=—=" csca=—=-=2 cotana—w—l—\/§

2.- Calcular el seno, el coseno y la tangente de un angulo en posicién estandar cuyo lado final contiene al punto de coordenadas
(-2,4).

Si @ pertenece al Il Cuadrante: a = 180° — @
(-2.4) Si @ pertenece al Ill Cuadrante: a = 6 — 180°
Si @ pertenece al IV Cuadrante: a = 360° — @

4 4v20 V20 x =2 2420 V20
sen9=X=—=—=—z+0,8944 s =—=—=———=——+=—0,4472
r y20 20 5 r V20 20 10
y 4
tanf ===—=-2
x =2

3.- Calcular el seno, el coseno y la tangente de un dngulo en posicién estandar cuyo lado final contiene al punto de coordenadas
(-2,-4).

-4 4@_ V20 eje y

y
0===— — =~ —0,8944
sen r 20 20 5
x =2 2v20 V20 7 FEETRE
cosf=—=—=——=——=x~-0,4472 ; )
r /20 20 10
y 4
tanf===-—=2
x 2
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4.- Demostrar que: tan a + cotana = seca csca

2 2
sena cosa sen“ a+cos“ a 1
tana + cotana = + = = =secacscua LQab
cosa  sena cosasena cosasena
sen2a
5.- Demostrar que: =tanx
1-cos2a
sen2a 2senacosa 2senacosa 2senacosa
= = = =tanx LQQb
1+cos2a  1+cos?a-sen?a  cos? a+cos?a 2cos2a

Ecuaciones Trigonométricas

Una ecuacion trigonométrica es una ecuacion en la que aparece una o mas razones trigonométricas. Para resolver una ecuacion
trigonométrica es conveniente expresar todos los términos de la ecuacion con el mismo arco (angulo) y después reducirlo a una
razon trigonométrica, o bien, factorizar la ecuacion si es posible.

EJERCICIOS RESUELTOS

1) Resolver la ecuacién: sen2x = senx

sen2x =senx — 2senxcosx =senx — senx(2cosx—1)=0
senx =0 - x=0°180°y 360°

1
2co0sx—1=0 - cosx=5 - x=60°y 300°

2) Resolver la ecuacién: —3 senx + cos’x = 3

—3senx+cos?x=3 - —3senx+1—sen?x=3 — sen?x+3senx+2=0
t=senx - t?+3t+2=0 - t=-1yt=-2 - senx=-1y senx # -2

senx =—-1 - x=270°

. cos 150°sen 75° tan 120° ,
3) Determinar usando angulos notables.
cos 150°+sen 75°

150° = 60° + 90° 75° = 30° + 45° 120° = 180° — 60°

1 V3 V3
c0s(60° + 90°) = cos 60° cos 90° — sen 60°sen 90° = (E) 0) — <7> 1 =- >
1\ (V2\ (V2\(V3\ V2 V6 V2++6
sen(30° + 45°) = sen 30° cos 45° + sen 45°cos 30° = (—) — |+l =l=|=+——=——
2 2 2 4 4 4
tan 180° — tan 60° 0)— (V3 -3
tan(180° — 60°) = O (3) =——=-3
1+tan180°tan60° 1+ (0)(V3) 1
V3\ (V2 ++6
— 2 (== (=3 3
cos 150°sen 75°tan 120° < 2 7 )(=3) 3 (g) (V2 +e) . 3W2+3V6 145
cos 150° + sen75° —V3) , (V2++6 —2V3+V2+V6\ —43+2vVZ+2v6
2 4 4
EJERCICIOS PARA RESOLVER
1.- Calcule los valores de las demds razones trigonométricas.
a) senf = 7/25 0 € I Cuadrante b) cosa = _4/5 a € I Cuadrante c) tanf = 5/12 B € IV Cuadrante
d) ctgx = 24’/7 x € 11l Cuadrante e) cscx = =2 xelll Cuadrante f) secx = 6/5 x € IV Cuadrante
-3 _
g) senx = ‘/§/2 x € Il Cuadrante h) cosx = /\/ﬁ x € I Cuadrante i) tanx = \[§/3 x € IV Cuadrante
2.- Demostrar las siguientes igualdades trigonométricas.
a) sen?x + cos?x = senx - cscx ) —— +cos?x=1 c) tan® x + senx - cscx = sec?x
csc? x
d) tan? t rcotx = 2 1t _ sen?x _
) tan®x + tanx - cot x = sec* x e) ——— =tanx f) sen2x+tan2x -1
3.- Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas.
a) 2cosx-tanx—1=10 b) 4cos?x =3 —4cosx c) 3+ 3cosx =sen?x
d) cosx +2sen’x =1 e) cosx +cos2x =0 f) 2secx =tanx + cotx
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Tema 3: FUNCION, LIMITE Y CONTINUIDAD.

Introduccién
Las funciones son una herramienta para describir el mundo real en términos matemadticos. Una funcidon puede representarse
mediante una ecuacién, una grafica, una tabla numérica o mediante una descripcion verbal. La temperatura a la cual hierve el
agua depende de la altitud sobre el nivel del mar (el punto de ebullicion es mas bajo conforme se asciende). El interés que se
paga por una inversién depende del tiempo que ésta se conserve. El area de un circulo depende de su radio. La distancia que
recorre un objeto a una rapidez constante a lo largo de una trayectoria recta depende del tiempo transcurrido.
Definicién
Dados dos conjuntos A y B, se llama funcién de A en B (f: A — B) a una relacién que le hace corresponder a cada elemento de
A unoy solo un elemento de B, que en forma matematica se expresa: y = f(x).
El conjunto A se denomina dominio de la funcion, y el conjunto B codominio. Por lo tanto, para que una relacion o
correspondencia entre dos conjuntos A y B sea funcidn, debe cumplir con las siguientes condiciones:

v'  Acadaelemento de A le debe corresponder algin elemento de B.

v" A ningun elemento de A le puede corresponder mas de un elemento de B.
Imagenes son los elementos de B que le corresponden a algun elemento de A.

Polinémicas
FUNCIONES ALGEBRAICAS: {Racionales
Irracionales
Logaritmicas
FUNCIONES TRASCENDENTES: { Exponenciales
Trigonométricas

Variable Independiente y Variable Dependiente
Si una funcion se expresa como y = f(x). Llamaremos variable independiente a x, variable dependiente a y o funcion.

EJEMPLO: Dada la funcién y = f(x) = 3x — 2, determinar la imagen de -1, 0, 4y .
Parax=-1, y=f(-1)=3(-1)-2=-3-2=-5
Parax=0, y=f(0)=3(0)-2=0-2=-2
Parax=4, y=f(4)=3(4)-2=12-2=10
Parax=m, y=f(n)=3(n)-2=3n-2
Calculo del Dominio de una funcion
El dominio esta formado por el conjunto de valores que puede tomar la variable independiente, de tal modo que la funciéon esté
definida para todos ellos.
EJERCICIOS RESUELTOS
Determinar el dominio de cada funcién:
1.-f(x) =3x* —5x+ 10

Siempre que la funcién sea polindmica, estara definida para cualquier valor que tome la variable, es decir su dominio esta formado por todos
los nimeros reales. Dom (f) = R = (—o0; +0)

2-f(0) = 5o

x%+5x+6

Como la variable esta en el denominador, esto puede provocar una divisién entre cero. Para evitar esta indeterminacidn debemos hallar las
raices del denominador y descartarlas del dominio. Igualamos el denominador a cero, para calcular sus raices:

x> +5x+6=0 > (x+2)(x+3)=0->x=-2 y x=-3
Entonces el dominio tiene la forma: Dom (f) = R — {-2,-3}

3-f(x) =v2x—3

Como la variable esta dentro de una raiz par, se puede presentar una indeterminacién cuando la cantidad subradical sea menor que cero. Para
eliminar estas indeterminaciones obligamos a la cantidad subradical a que sea igual o mayor que cero. Se forma la inecuacién:

2x—=320 - x> % Entonces el dominio es: Dom (f) = [%; +o0)

Imagen o Recorrido de una funcién

Si entre los conjuntos A y B se da una funcién definida de A en B, esto se escribe f:A = B, A es el dominio o conjunto de
partida de la funcidn, y B se llama codominio o conjunto de llegada. Para cada elemento de x de 4, f le hace corresponder otro
en B llamado imagen de x y se denota f(x). El conjunto formado por todos los elementos del codominio que son imagenes de
algun elemento del dominio se llama Imagen o Recorrido de f y se denota por Im(f) . Aunque es muy comun llamarlo Rango
de la funcién, que se denota Rgo(f) . Para calcular el rango de una funcion, se trata de hallar todos los valores de la funcién y
para los cuales existe x , esto se logra despejando x en la funcidn.
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EJEMPLO
Hallar el rango de la siguiente funcién: f(x) = v2x — 3

y2+3
2

Tenemosque: y=+2x—3 > y?2=2x—-3 > x=
Por tanto: Rgo(f) = R = (—o0; +0)

Cortes con los Ejes Coordenados
Conelejex: f(x) =0 Conelejey: y=f(o)

EJEMPLO
Dada la funcién y = f(x) = 2x® — 5x2 + x + 2. Determinar los cortes con los ejes coordenados.

x=0 - y =f(0) =2(0)>-50)2+(0)+2=2->1, =(0,2)
y=0 - 2x3 —5x2 + x + 2 = 0, usando la regla de Ruffini obtenemos los valores:
> I,=0,0), =20 y I,=(-1/,,0

(0,2)

(1,0)

Funciones Pares y Funciones Impares

Con frecuencia podemos predecir las simetrias de la grafica de una funcién al examinar la férmula para la funcién.

Si f(—x) = f(x) para toda x, entonces la grafica es simétrica respecto al eje y. tal funcién se denomina funcién par; si
f(—x) = —f(x) paratoda x, la grafica es simétrica con respecto al origen, a tal funcién le llamamos funcién impar.

f(x)=x°+2 f(x)=x—-Xx
f(=x) =(—x)*+2=x*+2=f(x) f(=x) = (=x)*=(-x) x3 +x f(x)

f(x)

f(-x)

-------------

f(-x)- | P Ff(x)

Periodicidad
Una funcidn f es periddica de periodo Tsi: f(x + T) = f(x) para todo x perteneciente al dominio de definicidn. Las funciones
periddicas mas importantes son las funciones seno, coseno y tangente. T es el periodo minimo.
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Tabla de Valores

Construir una tabla de valores con los puntos caracteristicos ya calculados mas otros convenientemente elegidos y asi facilitar su
representacion grafica.

Grafico de una funcién

El grafico de una funcién f:A - B esta formado por todos los pares ordenados de la forma (x ; f(x)) o(x;y), con x
perteneciente al dominio de la funciény f(x) como la imagen correspondiente a cada uno de ellos.

Presion

Fase sélida Liquido 5
. ) Fluido supercritico
compresible

Presion critica

Per \ Punto critico
Fase
Iiquida

Py Punto triple ; Vapor sobrecalentado

Fase gaseosa
Temperatura
critica
Tip Ter

Temperatura

Funciones Algebraicas (POLINOMICAS)

FUNCION DOMINIO RANGO
x—1 R = (—00, 4+00) R = (—0, +0) : °
x2 -2 R = (—o0,+x) R = (—00, +) * 4
x3—x2—2x+42 R = (—0, 40) R = (—, +0) 2 3
0 4 8 X
Funciones Algebraicas (RACIONALES)
Una funcién racional
] es una funcién cuya £(x) iy
FUNCION DOMINIO RANGO regla puede ser ’ 5
1 R — {0} R — {0} escrita como una
X 4, Asintota vertical
razén de dos 0
polinomios.
Su grafica se conoce i
.z Asintota horizontal
como una hipérbola =g
Funciones Algebraicas (IRRACIONALES)
FUNCION DOMINIO RANGO Es aquella en la cual alguna de las variables tiene exponentes

fraccionarios o se encuentran bajo signo radical.

Vx +2 [—2,+o0) [0, +o0)
—3+Vx+2 [—2,+) [-3,+x)
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Funciones Trascendentes (EXPONENCIALES)
Se define como toda funcidn de la forma: f(x) = a*, donde a es un nimero positivo y distinto de 1, y x pertenece al conjunto de
los niumeros reales; esdecir:a >0 Aa # 1.
Propiedades:
1. Lafuncién esta definidade R - R +.

2. Si a>1 lafuncién es creciente.
3. Si a <1 lafuncién es decreciente.
4. Paravalores distintos de x se obtendrdn imagenes diferentes; es decir, la funcién es biyectiva.
5. Lafuncién siempre corta al eje Yen 1, ya que: a® = 1.
FUNCION DOMINIO RANGO
2% (=00, +0) (0, +00) \
5X (=00, +0) (0, +) “.\
Gy | oo | 0
2

Funciones Trascendentes (LOGARITMICAS)
Como dije anteriormente, la funcién exponencial: f(x) = a*: R - R+ es biyectiva; por lo tanto, admite funcién inversa. Esta
funcidn inversa se conoce con el nombre de funcion logaritmica de base a y se denota por:
f(x) = log,x: R+— R log,x,se leelogaritmo en base a de x
Propiedades:
1. Sudominioes R+, es decir la variable x solo admite valores positivos.
2. Eslainversa de la funcion exponencial.

FUNCION | DOMINIO RANGO P
log, x Vxe(0,+0) | R= (—0o0,+0) —f

Funciones Trascendentes (TRIGONOMETRICAS)

FUNCION DOMINIO RANGO . - Loy
senx VxeR = (—oo,+0) [-1,+1] ~ N A ~ } of f
cosx VxeR = (-0, +) [—1,+1] %\, o =, S 5 /s

3 — L 2n O Y0 3'7‘ x 2a \ % o§ Ed '373 x %T o |
tan x Vx - [2k+1]= R = (=0, +00) Vi ’ L v F Ty } 1
‘ | f I f
cotx Vx — [km] R = (—, +0) ! .
T 1=
secx Vx — [2k+1]5 R—[-1,+1] [l 1Nl I ;} i | I\ Y[\ ‘
| I\ 12/1 | ‘ : \ I i \
cscx Vx — [kn] R —[-1,+1] i A : } et | ‘ -
T = =t T — Tt
=G AR | |z [ \
| L[ /I \ i \ | 4 \
[ERYR ST | [ } \!
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El Limite

Los temas estudiados anteriormente son parte de lo que se denomina precalculo. Proporcionan los fundamentos para el calculo,
pero no son calculo. Ya estamos listos para la nocién de limite, el calculo es el estudio de los limites. El concepto de limite es la
base fundamental con la que se construye el cdlculo infinitesimal (diferencial e integral). Informalmente hablando se dice que el
limite es el valor al que tiende una funcién cuando la variable independiente tiende a un nimero determinado o al infinito. El
limite de la funcién f(x) en el punto x, es el valor al que se acercan las imagenes (las y) cuando las variables independientes (las

X) se acercan al valor xg . Es decir el valor al que tienden las imagenes cuando las variables independientes tienden a x; .

Estudiemos el limite de la funcién f(x) = x* — 2 en el punto xo=1.

x y=f(x)=x*-2
0,9 -1,190000
0,99 -1,019900

0,999 -1,001999
0,9999 -1,000200
0,99999 -1,000020

1 -1

1,00001 -0,999998
1,0001 -0,999800
1,001 -0,997999
1,01 -0,979900
1,1 -0,790000

Se deduce intuitivamente que el limite de la funcién f(x) cuando x tiende a 1, es -1.

Definicion de Limite

Se dice que la funcién f(x) tiene como limite el nimero L, cuando x tiende a X, si fijado un ndmero real positivo & mayor que
cero, existe un numero positivo & dependiente de &, tal que, para todos los valores de x distintos de x, que cumplen la

condicion |x — xo| < &, se cumple que: [f(x) — L| < &.
limf(x)=L ©Ve>036()>0talqued<|x—xy| <6 = |f(x)—Ll<e¢

xX—X0

Limite en un Punto

Si f(x) es una funcién usual (polinédmica, racional, radical, exponencial, logaritmica o trigonométrica) y esta definida en el punto

X , entonces se suele cumplir:
lim f(x) = f(xo) = L

Es decir, para calcular el limite se sustituye en la funcion el valor al que tienden las x.
EJEMPLOS

1. limy, 4(-x*-5x+6)=—(-1)?-5(-1)+6=-1+5+5=10

2. limy (x®* +10x—30) = (2)° +10(2) —30=8+20—30 = -2

3 3

3. limy (fozJ::w) = (0)2(3)3(;)1“0 = % =01
4. lime (Va2 +3x— Va2 +x) =/(2)2+3(2) - /(22 + (2) =V10 -6
5 32x—1) 3200-1 i

T ©r3@+10 10

lim, (x2—3x+10

Calculo del limite en una funcidn definida por intervalos (Limites Laterales)

En primer lugar tenemos que estudiar los limites laterales en los puntos de unién de los diferentes tramos:
v' Si coinciden, este es el valor del limite
v" Si no coinciden, el limite no existe

EJEMPLOS
1 x< -1
Estudiemos la funcidn por intervalos: f(x) = { ¥ —1<x<1
2 x>1
En xoy = —1, los limites laterales son:

Por la izquierda: lim_f(x) = lim_1=1; Porladerecha: lim_f(x) = lim x?=(-1)%=1
x->—1" x->=1" x—>-1* x->-1t

Como en ambos casos coinciden, el limite existe en x = —1 y vale 1

En xo = 1, los limites laterales son:
Por la izquierda: lim f(x) = limx? = (1)®> = 1; Por laderecha: lim f(x) = lim 2 =2
x-1" x-1" x-1+ x-1+

Como no coinciden los limites laterales, el limite no existe en x = 1
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Estudiemos la funcién por intervalos: f(x) =

En xo = —2, los limites laterales son:
Por la izquierda: lirrzl_f(x) = lirr%_ V=x=,-(-2)=V2
x—— x——
Por laderecha: lim_f(x)=lim 1—-x=1-(-2)=14+2=3
x—>—2% x—>—2%

Como no coinciden los limites laterales, el limite no existe en x = —2

PROPIEDADES

1. Limite de una constante: lim,_, k =k k: constante

2. Limite de una suma algebraica: lim,_,, [f(x) + g(x)] = lim,_,, f(x) + lim,_,, g(x)
3. Limite de un producto: lim,._, [f(x) - g(x)] = lim,_,, f(x) - lim,_,, g(x)

4. Limite de un cociente: lim,_, [f(x)/g(x)] = lim,_,, f(x)/ lim,_,,, g(x)

5. Limite de una potencia: lim,_,, [f(x)I®] = lim,_,, f(x)"™x 9™

6. Limite de una funcién compuesta: lim,._,,, f(g(x)) = f(lim,_,, g(x))

7. Limite de un radical: lim,_,, \/f(x) =%/ lim,,, f(x) sinesparf(x) =0

8. Limite de un logaritmo: lim,_,, log, f(x) = loga( lim,_,, f(x) ) sia>0y f(x)>0

Métodos para Calculo de Limites
1.- Por sustitucion directa de la variable: acd algunos ejercicios resueltos, aplicando las propiedades.

a) lim 3(2x+3 _ 3 lim 2x+3 _ 3[limy,,2x+3 _ 3[2(1)+3 _ 3|5
x-1 - X101 T A limgo x+l A (D1 N2
8x—3 3 limy_,,8x-3 5(8(0)—3 5[-3 5
b) lim *[lim =0 = = [==3V1=1
) x—>0 x=0 ", 5 limyox—3 (0)-3 - Vi
+ _ 2+1)) _ (llmx_,wx +1) )

d) lim sen( "z) =sen (lim (an)) = sen (”m""‘)xm ) ( ) = en( ) =1
x>0 x+2m x>0 \xt+2r)) — limyox+2m/) 0421 -

. — —x2 _92 — 1
e) lim,_, el = elimx21-x" — g1-2" — ¢ ¥=5=0,05

IIZ

f)lim,_,_, 10(2:21) = 10" Mxo- (32) = 10(2(( 22);21) = 10(_%—,) =109=1

2. - Formas Indeterminadas del Tipo: %, g, 0 —00, 000, 1%, 0%

2_ _
a)lim,_3 [xzx_ 5;6] = (3)23)5 (3‘;6 =2 factorizamos ambos polinomios
" [(x — 3)(x + 3) (x+3) 3+3_6_6
5| —3)x-2)| ma—p|73=271°
b) lim,_,q [\/g:;] \/; ;] ; ; =g racionalizamos
i ’(\/1+x—1)(\/1+x+1><\/4+x+2>] ) [(1+x—1)<\/4+x+2>] 4 )
m ===
o (\Vitx—2)\Witx+1)\Varx+2/| w0[\d+x—4)\JTrx+1)] 2
sen 6x sen0 0
c) llmx_,o[ ] = 20) =5 cuando x — 0, senax = tanax = ax
lim— —llm[]—llm =3
x-0 L 2 x—=0
d) lim,_, [S;_Jr:xx::] = 5;2:'52;:61 = g se divide todo entre la menor potencia entre los polinomios
5x2+2 1 2.1
. x+x2x+ . 5+§+ﬁ_5_5
e | X2 —5x+6 | xoe 1_§+£_1_
2 X %2
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e) limy_oo VX2 + x — Va2 + 4 = VooZ + 00 — V02 + 4 = 00 — 0

lim(\/x +x—VxZ +4) (Va2 +x+\/x2+4) im X Z4x—x2-4 lim x—4 _
e T x+Vxl 1 4 TRk x4 VATt 4 ABVRZ b x4 VAT 4
lim g_% = lim 7% 1

xm\/ +%+\/§—z+i2 Hp\/: \/14—74 \/—+\/— 2

f) lim,_q (1 + z)x 1% aplicamos la formula: lim,_, (1 + ) =e* lim e (1 + S)x =e®

g) lim,_ (1 - ;) =1%° entonces: lim,_ o (1 + & 1)) =e1
Los limites de la forma indeterminada: 0- oo, 1y 0% seran analizadas mas adelante cuando se utilice la regla de L’Hopital para
resolver algunos tipos de limites.
Continuidad de una Funcion
Se dice que una funcidn es continua en un punto x, si se cumplen las condiciones siguientes:
1. Llafuncién f(x) esta definida en x,, con x, que pertenece al dominio de f.
2. Existe un nimeroreal L tal que: lim,_,, f(x) =L con L finito.
3. limx—»xo f(x)=f(x) =L
x2, x <2
Ejemplo: Estudiar la continuidad de la funcién: f(x) = en x =2
4, x=2
Aplicando las condiciones:
1. f(2) =4, la funcion esta definida para x = 2
2. Evaluamos los limites laterales:
En x, = 2, los limites laterales son:
Por la izquierda: xlg;n_f(x) =xli12n_ x?2=2%2=4
Por la derecha: lim f(x) = lim 4 =4
x—2% x—2%

Ambos limites coinciden, por tanto el limite existe y vale 4
3. linzlf(x) =f(2) =4
X—

Por tanto se cumplen las tres condiciones de continuidad, la funcion f(x) es continuaen x = 2

x%+1, x< -1
Ejemplo: Estudiar la continuidad de la funcién: f(x) ={v3x2+1, —1<x<1
1—x, x>1

Aplicando las condiciones para x = —1:
1. f(-1) =43(-1D)?+1=2, la funcion esta definida para x = —1
2.  Evaluamos los limites laterales:
En xo, = —1, los limites laterales son:
Por la izquierda: lirr%_ fx) = lirr%_ x*+1=2
x—o= x—>=
Por la derecha: lirrh flx) = li7q+ V3x2+1=2
xX-— xX—-—
Ambos limites coinciden, por tanto el limite existe y vale 2

3. lmf)=f(-D=2

Por tanto se cumplen las tres condiciones de continuidad, la funcién f(x) es continuaen x = —1
Aplicando las condiciones para x = 1:

1. f(1) =431)%?+1=2, lafuncion esta definida para x =1
2. Evaluamos los limites laterales:
En x, = 1, los limites laterales son:

Por la izquierda: lir{t_ flx) = lirln_ 3x24+1=2
x> X
Por la derecha: lim f(x) =lim 1 —x =10
x-1% x-1+
Ambos limites no coinciden, por tanto el limite no existe
No se cumple la segunda condicion de continuidad, la funcion f(x) no es continuaen x = 1

12
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Tema 4: LAS DERIVADAS. APLICACIONES.

Definiciones

Tasa de Variacion.- Consideremos una funcién y = f(x) y consideremos dos puntos préoximos sobre el eje de abscisas "a "y
"a+ h", siendo " h" un nimero real que corresponde al incremento de x. Se llama tasa de variacién de la funcién en el intervalo
[a,a + h], que se representa por Ay, a la diferencia entre las ordenadas correspondientes a los puntos de abscisas a y a + h,

Ay = fla+h) - f(a).

fla+h) ¢

[f{a)+h]-f{a)

fia) ¢

Interpretacién Geométrica: la expresion anterior coincide con la pendiente de la recta secante a la funcion f(x), que pasa por los

puntos de abscisas ay a + h.

= f(a+h;—f(a)
Derivada de una funcién en un punto
La derivada de la funcién f(x) en el punto x = a es el valor del limite, si existe, de un cociente incremental, cuando el

incremento de la variable tiende a cero.

fla+h)-f(@)

Ya que el tridangulo PQR resulta que: tan < = o

oo g Ay fla+h) - f(a)
@) = Y = e
EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Hallar |a derivada por definicién de la funcién: f(x) = 2x? en el punto x = 3.

4x

flx+h)—f(x) _ 2(x+h)?-2x? _ . 2(x%+2hx+h?)—2x2 4hx+2h?
——= e T = limpy,y = = limL, =

lim
h-0 h h h

f'(x) = limy_g
£(3) =4(3) = 12

2.- Hallar la derivada por definicién de la funcién: f(x) = x2 + 4x — 5 en el punto x = 1.

x%+2hx+h?+4x+4h—5-x2—4x+5 _

_ 2 5 (x24+4x—
F(x) = limh—ww = limy,_,, (x+h) +4(x+h:1 5—(x?+4x-5) _ limy, o -
2hx + h? + 4h
f'x) = %irr(l)T= 2x+4 - ff()=2(1)+4=6
3.- Hallar la derivada por definicidn de la funcién: f(x) = 3 e el punto x = 0.
flx+h)—f(x) Ty e 2X+6-2x—2h—6 2

’ — 1 XH)=JX) _ 5 xth+3 x43 5 (eth+3)(x+3) X+t6—2x—2n—6 _ . —

100 = limy o = = Jim =255 = lim n T A Rt x43) | hd Grht3) (x4 3)

vy T2 ,0_—2_ 2
f(x)—m - f()—@——g

Interpretacién Geométrica de la Derivada:

fiash) ¢

Cuando h tiende a 0, el punto Q tiende a confundirse con el punto P. entonces la recta secante tiende a ser la recta tangente a la
funcion f(x) en el punto P, y por tanto el dngulo o tiende a ser S.

tan f = lim =Y = '(a)
h>0 h
La pendiente de la tangente a la curva en un punto es igual a la derivada de la funcién en ese punto: m; = f'(a).

13
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REGLAS Y TEOREMAS PARA DERIVAR

Dada las funciones U = f(x) y V = g(x) continuas, k constante; podemos realizar las

siguientes operaciones.

1.-[U+V] =U'+V

2-[U-V]=U'-V+U-V

ul’ Uu'-v-uv’
s-[i] -
\%

vz V=gx)#0

4.-.y=U=k >y =0

5-y=U=x->y =1

6.-y =U" - y' = nU™ U

7.-y=a' > y=a’-Lna-U

8-.y=e! >y =U"-eY

U'-log, e

9.-y=1log,U—- y' = Uu>0

!

10.-y=InU - y’=% Uu>0

!

11-y=yU > y' = —

T Uu=0

12.-y=senU—- y'=U'-cosU

13.-y=cosU—- y'=—-U"-senU

14.-y =tanU - y’' = U’ (secU)?

15.-y=secU - y'=U'-secU-tanU

16.-y =cscU— y' = —U’'-cscU - cotagU

17.-y = cotagU > y' = —U'- (cscU)® |15 y—gen 1U > y' = —=
1-U2
19.-y=cos 1U—> y' = — v 20.-y=tan"1U- y' = v
' 1-U2 ) 1+U2

14
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EJERCICIOS: Derivar las siguientes funciones

1-y=f(x)=x3+2x*—6x+10
Sol: ¥y =3x314+2-2x>"1—6-1x1+10 =3x>+4x—6

2-y=f(x)=(x*-9)°
Sol: y' =5(x%*—9)51(x?-9) =5(x%—-9)*-(2x — 0) = 10x(x* — 9)*

3-y=f(x)=Va® —x3
_(@-x*)"  0-3x? —3x?

Sol: y' = = =
y 2Vad3 —x3 2vad3 —x3 2Va3 —a3

4-y=f(x)=x-€*
Sol: ¥y =)' (e®)+x)(e*) =e*+xe*=e*(1+x)

5-y=f(x)=x*Inx

!

x
Sol: y' = (x?)'(Inx) + (x*)(nx) =2xInx + x? <;) =2xlnx+x=xQ2Inx+1)

6-y=fx) =

Sol: v = (e)'(Inx) — (eM)(nx)" e*lnx —e” (x?) et (lnx - %) _e*(xlnx—1)
ok ¥y = (In x)? a (In x)? T (lnx)2  x(lnx)?

7oy =f) = ;:CZZJ:lzo

Sol: v = (x? =2)'(x* +10) = (x* = 2)(x* +10)"  2x(x* +10) —2x(x* —2)  24x
oY= (x% +10)? - (x2 +10)2 T (x% +10)2

8.-y = f(x) = sen(2x) - In(x3 — 2x + 10)
Sol: y' =sen(2x)' - In(x® — 2x + 10) + sen(2x) - In(x® — 2x + 10)' =

y' = 2cos(2x) - In(x3 — 2x + 10) + sen(2x) w =
x3—2x+ 10
y' =2cos(2x) - In(x® — 2x + 10) + sen(2x) 3x27—2
x3—2x+10
e3x+1
9-y=f(x)= 10x+9
;o (@) (10x +9) — () (10x +9)"  3e*1(10x +9) — (e¥*1)10
Sol: y' = (10x + 9)2 - (10x + 9)2 =
 e¥*L(30x +27 —10)  e3*+1(30x + 17)
- (10x + 9)2 T (10x + 9)2
1
10-y = f(x) = Ztanx
, 0—(Qtanx) —2sec’x 1 1,
Sol: y' = 4tan’x  4tan?x  2sen’x —Ecsc x

APLICACIONES

La Regla de L’Hopital

Si limf(x) =limy_, g(x) = 0, en donde f y g son derivables en un entorno de a y existen; limy_,, % ,
X—a
este limite coincide con lim,_,, %.

D . . . . . . 0 00
La regla de L'Hopital se aplica directamente en las indeterminaciones: A
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EJERCICIOS (Resolver los siguientes limites usando la regla de L'Hopital)

. ef—e* 0 . ’ .
1.-lim,_, s =0 aplico laregla de L'Hopital
e*—e*  e*+e ¥ el4+e® 1+1
lim =lim = = =
x>0 Senx x-0 COSX cos 0 1
. X _ +;00 . l .
2.-lim,_, .+ PYROT S aplico laregla de L'Hopital
i x i L 1 1 1
m ———= um = = = —
xo0t3lnx + 2x x>0t 3 3 0+2 2
X + 2 T +2
. tanx-1 _ 0 s ' .
3.- llmx_)% o35 0 aplico laregla de L'Hopital
2 2
tanx — 1 secZx (_)
lim = lim = V2 =-1
x_,% cos 2x x_,% —2sen2x —2(1)
. 1 1
4.- lim, (; B senx) =0T ®

. /senx—x 0 . , ,
) = lim (—) =— aplicolareglade L'Hopital
x-0 0

lim (— —
x>0 \x senx xsenx

. cosx—1 0 . , .
lmol (*) = — aplico nuevamente la regla de L'Hopital
X

senx +xcosx 0
) —senx 0
llm( )=—=0
x-0 \COSX + cOSx — x senx 2

APLICACIONES

Crecimiento y Decrecimiento de una funcidn. Concavidades. Maximos y Minimos de una funcidn. Puntos de Inflexion.

Criterio de la Primera Derivada:

f'(x) = 0 — puntos criticos (posibles maximos o minimos)

f'(x) >0 » fcrece f'(x) <0 - fdecrece

si ¢ es un punto critico, entonces: sif"’(c) > 0 ¢ esun minimo,sif”(c) < 0 ¢ es un maximo

Ay y

—_— F@)>0
"(1)>0 Fg= F'(x)<0
>0 l e

s/

Criterio de la Segunda Derivada:

f”(x) = 0 - puntos criticos (posibles puntos de inflexion)

f"(x) > 0 — fes concava hacia arriba f”(x) < 0 — fes concava hacia abajo
si ¢ es un punto critico, entonces: si f”’(c) # 0 ¢ es un punto de inflexién

y y
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Ejercicio: Determinar si es posible los maximos, minimos y puntos de inflexion de la funcion:
flx) =x%—3x%2—24x + 32

Solucién:
fl(x) =3x*—6x—24=3(x?>-2x—-8)=3(x+2)(x—4) > x=-2 y x = 4 son puntos criticos
f'(x)=6x—6=6(x—1) > x =1 esun punto critico

) =6

Criterio de la Primera Derivada: estudiamos la funcidn entre los intervalos: (—o0; —2), (—=2; 4) y (4; +)
f'(=3) > 0 entonces f crece en (—0; —=2) y f'(5) > 0 entonces f crece en (4; +»)
f'(0) < 0 entonces f decrece en (—2; +x)

enx =—-2 - f"(=2) < 0 entonces x = —2 esunmaximo - max = (—2;60)
enx =4 - f"(4) > 0 entonces x = 4 esunminimo - min = (4; —48)

Criterio de la Segunda Derivada: estudiamos la funcién entre los intervalos: (—c0; 1) y (1; +)
f"(0) < 0 entonces f es concava hacia abajo en (—x; 1)

f'"(2) > 0 entonces f es concava hacia arriba en (1; +x)

nr

enx=1 - f"'(1) # 0 entonces x = 1 es un punto de inflexion — PI = (1;6)

Grafico:
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Ejercicio: Determinar si es posible; los puntos maximos, los puntos minimos y puntos de

X
241’

inflexion de la funcién: f(x) =

1-x? 2xt-bx _ 2x(x*-3)

Dominio de f: (—e,x0); [(xX) =5t () =G5 = Ty

# 1=-x%
f{x]=m 1-x2=0 x=1y x,=-1
f(1)=0 y f'(=1)=0 portantox,y X, son puntos criticos

zl[l

=1 f'(1)= 12“13 = —% < 0 entonces x; = 1 es un miximo relativo
. -2(12-3) 1
n=-1 f'(-1)= W 3 >0 entonces x; = —1 es un minimo relativo

2x3 —6x  2x(x* —3)

2 _ = = = = —
(xZ+1)3 = (xZ+1)3 2x(x 3)=0 x,=0,x, ‘/3_3’ X3 V3

[ =

') =0, f"(¥V3)=0 y f"(—V3)=0 portantox,, x, y x; son puntos criticos

-6(x*-6x2+1)

Determinamos: f'"'(x) = T

—6(x*—6x2+1)

x1=0 f"(0)= GZrDF =—1%#0 portanto x; =0 espuntode inflexion
6(x*—6x“+1 3
x, =V3 f"(V3)= W Tg * 0 portanto x, = V3 espunto de inflexién
—6(x* —6x% +1 3
x3=—V3 f"(-V3)= ﬁ =7 0 por tanto x; = —V3 es punto de inflexion

Entonces la solucion es:
, 1
MAXIMO: (1,5)
£ . 1
MINIMO: (-1,-5)
-3

PUNTOS DE INFLEXION: (0,0) (ﬁ?) y (-ﬁ,T)

-«——— decreciente 4-#-— creciente —-417 decreciente ——=
concava concava concava cdncava
—-f————— . . — i — . . —_—

hacia = hacia hacia — _ hacia
abajo V3 arriba 0 abajo V3 arriba
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EJERCICIOS

1.- Concentracion de un Farmaco en la sangre. La concentracidon (en mg/cc) de un cierto farmaco en el cuerpo de un paciente t
t2

—— 0<t<4

2t3+1

¢Cuando aumenta la concentracién del medicamento y cuando disminuye?

horas después de la inyeccién esta dada por: C(t) =

22t +1) —t3(6t?)  2t—2t*  2t(1-¢t?)

(2t3 +1)2 Tt34+1)2 0 (234 1)2
2t(1—-t3) =0 - t=0 y t=1puntos criticos en el intervalode 0 <t < 4
Entre (0; 1) f crece, entre (1, 4) f decrece, en t = 1 tenemos un madximo.

C'(t) =

La concentracion aumenta hasta la primera hora, después disminuye.

2.- Una caja rectangular se fabrica con una pieza de cartdn de 24 pulgadas de largo por 9 de ancho, de la cual se cortan cuadrados
idénticos a partir de las cuatro esquinas y se doblan los lados hacia arriba, como se muestra en la figura. Determine las
dimensiones de la caja de volumen maximo. ¢Cudl es este volumen?

Sea x el ancho del cuadrado que se cortara y V el volumen de la caja resultante. Entonces:
V(x) =x(24 —2x)(9 — 2x) = 216x — 66x> +4x3 0<x<45

V'(x) =216 —132x + 12x? = 12(x*> — 11x + 18) = 12(x — 2)(x — 9)

puntos criticos: x =2y x=9 2 € 0<x<45 9¢ 0<x<4,5

V'(x) = =132 + 24x = 24(x — 5,5)
V"(2)<0-x=2esunmaximo V(2) =200 pulgadas cibicas

Concluimos que la caja tiene un volumen maximo de 200 pulgadas cubicas si x=2, la caja tendra las dimensiones: 20 pulgadas de largo, 5
pulgadas de ancho y 2 pulgadas de profundidad.

Tema 5: LA INTEGRAL. APLICACIONES.

Funcién Primitiva (o Antiderivada). Funcion primitiva de una funcién dada f(x), es otra funcién F(x), cuya derivada es la
funcién dada, F'(x) = f(x). Si una funcién f(x), tiene primitiva, tiene infinitas primitivas, diferencidandose todas ellas en una
constante.
[F(x)+C]'=F'(x) + 0 =F(x) = f(x)
Integral Indefinida: es el conjunto de las infinitas primitivas que puede tener una funcién.
Se representa por [ f(x)dx
Se lee: integral de f(x) diferencial de x
[ Es el signo de integracién
f(x) es el integrando o funcion a integrar
dx es el diferencial de x, e indica cual es la variable de la funcidn que se integra
C es la constante de integracion y puede tomar cualquier valor numérico real
Si F(x) es una primitiva de f(x) se tiene que: [ f(x)dx = F(x) + C
Linealidad de la Integral Indefinida.
1.- La integral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales de esas funciones:

[re £ glax = [ fwax £ [ geoax

2.- Laintegral del producto de una constante por una funcién es igual a la constante por la integral de la funcién:

AN N NN YR NN

jkf(x)dx = kjf(x)dx
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TABLA DE INTEGRALES

Seana (a > 0), nn+-1), k y C (constantes reales); y consideremos a U como funcion
de xy U’ como la derivada de U (U =y = f(x)).

1.- [dU=U+C 7.- [senUdU = —cosU + C
2.- [kdU = kU +C 8.- [cosUdU = senU + C

3.- [U"dU = 11’:11 ny, 9.- [sec’UdU =tanU + C
4.-fd—l;]=ln|U|+C 10.- [csc?UdU = —ctgU + C
5.- [aVldU = %4_ C 11.- 1iU2 dU =sen U+ C
6.- [e'dU=¢e" +C 12- [ ——dU =tan ' U + C
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EJERCICIOS. Determinar las Integrales Inmediatas.

4 2 4 2 x4+1 x2+1 x1+1
1-f(x* —6x* —2x+4)dx = [x*dx — 6 [x*dx —2 [xdx+ 4 [dx =——6——-2—+4x+C
441 2+1 1+1
—x—5—6£—2—2+4x+C—x—5—2x3—x2+4x+C
5 3 2 5
2,32 2, 2 1 2 1 3 1 3 1
2-[% ;_\/x—dx =[= 0 dx = f(x2_5+x5_5)dx=f(x5+x3)dx=fx5dx+fx3dx =
X xf
341 i
x2 x6 2 5 6 7 2 6
=4+ C=cx24+-x6+C==/x5+ VX7 +C
3.1 1.4 5 7 5 7
2 6

X

- Zax— [ ox- B

+C

4.—f(cosx+sec2x—1)dx = [cosx dx + [ sec? xdx — [ % = senx + tanx — In|x| + C
X X

Métodos de Resolucién de Integrales Indefinidas

1.- Método de Sustitucion: El método de integracidn por sustitucion o cambio de variable se basa en la derivada de la funcién compuesta.
f F(U)U'dx = FU) + C

Para cambiar de variable identificamos una parte de lo que se va a integrar con una nueva variable t, de modo que se obtenga una integral mas
sencilla. Pasos a seguir:
1.- Se hace el cambio de variable y se diferencia en los dos términos: t = U; dt = U'dx se despeja U y dx, sustituyendo en la integral:

r r d !
[ @®U'S=[f'®dt
2.- Si la integral resultante es mas sencilla, integramos: [ f'(t)dt = f(t) + C
3.- Se vuelve a la variable inicial: f(t) + C = f(U) + C

EJERCICIOS.- Calcular las siguientes integrales indefinidas.

_2x43 — 42 _
1--fx2+3x+10dx t=x?+3x+10 > dt = (2x + 3)dx

f 2t3 —fdt—l|t|+C—l|2+3 +10|+¢C
2+3x+100 " e

2.- [ xe*dx t=x% > dt=2xdx % = xdx
f ¥ d —f fdt—lf fdt—et+c—exz+c
xetdx=[et—=5[edt=- ==
2.- Integrales Racionales: En la integracidon de funciones racionales se trata de hallar la integral f%dx, siendo P(x) y Q(x) polinomios. En

primer lugar, supondremos el grado de P(x) menor que el de Q(x) si no fuera asi se dividiria: f%dx = [C(x)dx + f%dx donde C(x) es

el cociente y R(x) es el resto de la divisién polinémica. Una vez que sabemos que el denominador es de mayor grado que el numerador,

descomponemos el denominador en factores.
CASO 01: El denominador tiene solo raices reales simples. Q(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢) -++, la fraccién % puede escribirse asi: % =
A B C

(x—-a) - (x-b) ~ (x—c)

+ -+ A, By Cson nimeros que se obtienen efectuando la suma e identificando coeficientes o dando valor a x.

. ] . . - (v _ M fa P(x) . (P _ 4
CASO 02: El denominador tiene solo raices reales multiples. Q(x) = (x — a)™, la fraccién e puede escribirse asi: )
A2 “es An
(x-a)2  (x-a)"’
CASO 03: El denominador tiene raices complejas simples. Q(x) = ax? + bx + c. La fraccién (HED puede escribirse asi: D) — _MN . Esta
Q(x) Q(x)  ax?+bx+c
integral se descompone en una tipo logaritmo y otra tipo arcotangente.
EJERCICIOS.- Calcular las siguientes integrales indefinidas.
2x+3
) f x3+2x%2-5x—6 dx
2x+3 _ 2x+3 . + B + c
x34+2x2-5x—-6 (x+Dx-2)x+3) x+1 x—-2 x+3
2x+3=Ax—-2)(x+3)+Blx+1Dx+3)+Clx+ 1D(x—-2)
21
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1
x=-1> -2+3=A(-3)@2)+0+0 >A=—¢

7
x=2->44+3=0+B3B)(5)+0 —>B=E

3
Xx=-3 5 —64+3=0+0+C(-2)(=5) qc——ﬁ

2x+3 1 3 1 1

22 s [ [ e 3
fx3+2x2—5x—6dx f +1d +fx—2dx+fx+3dx 6) x7 1™ 15 13

Ahora resolviendo por el método de sustitucion:

f 2243 e~ i1+ inx— 2|
Br2x—5x—6"" ¥ 15 ¥

3
—Eln|x+3| +C

2. f x+1

x3-2x2 +x

x2+1 x2+1 _oxt+1 _A+ B; N B,
x3—2x24+x x(x2-2x+1) x(x—1)2 x (x—1) (x—1)2

x2+1=A(x—1)? + Byx(x — 1) + Byx

x=0 -0+1=44+04+0 - A=1

x=1 ->14+1=0+0+B, - B,=2

x=-1 >1+1=4A+2B,—B, » 2=4+2B,—-2 > B; =0

x“+1 dx dx
fx3—2x2+xdx_f f( :ln|x|+2f(x_1)2
Resolvemos esta integral por sustitucion: f (,ﬁ_j)z - t=x—1->dt=dx
IL: fﬂzf 'Zdt——t'1+C——}+C——L+C
(x—1)2 t2 t 1
Ahora:
x+1 2
f7x3 o2 +xdx: In|x| —m+6
x+9
3- fx3+x

x+9_ x+9 _A+Bx+C
3+x x(x2+1) x x24+1

x+9=Ax%*+1)+ (Bx+O)x

x=0 - 9=44+0 - A=9

x=1-> 10=24+B+C) » 10=184+B+C - B+C=-8 (1)
x=-1 > 8=2A-(-B+(C) » 8=18+B—-C -» B—C=-10 (2)
Sumando (1) y (2): B = -9

De(1): C=-8-B=-8+9=1 - C=1

fx+9 Jd J‘9x+1d_9 dx 9de+j1d
PRI X+ 211 7 x i1 i1

x+9 1dt 9
f T dx—9ln|x|—9f—7+tan x+C—9ln|x|——ln|t|+tan x+C

x+9 9 2 1
j +——dx =9In|x| —>In|x* + 1| + tan" x + C
x° +x 2

3.- Integrales por Partes: El método de integracion por partes permite calcular la integral de un producto de dos funciones

aplicando la féormula:

jUdV=UV—deU

Las funciones logaritmicas, arcos y polindmicas se eligen como U. Las funciones exponenciales y trigonométricas del tipo seno y

coseno, se eligen como dV.
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EJERCICIOS.- Calcular las siguientes integrales indefinidas.

1- [xcosxdx - U=x, dU=dx - dV=cosxdx, V=[dV = [cosxdx=senx+C

fxcosxdx=xsenx—fsenxdx=xsenx+cosx+C

2- [x3e*dx - U=x%,dU=3x%dx - dV=e¥dx, V=[e*dx=e*+C
fx3e"dx = x3e¥ — f 3x2e*dx = x%e* -3 f x2e*dx

J-xzexdx - U=x%,dU =2xdx — dV = e*dx, V=fe"dx=e"+C
J-xz e*dx = x?%e* — f 2xe*dx = x%e* — ZJ-xe"dx
fxexdx > U=x,dU=dx - dV =e*dx, szexdxzex+C

fxe"dx = xe* —J-e"dx =xe*—e*+C
Volviendo a la integral inicial:

fx:‘exdx = x3%e* -3 [xze" -2 f xexdx] = x3e* — 3x%e* + 6fxe"dx
Jx3exdx = x3e* — 3x2e* + 6[xe* — e*] + C = x3e* — 3x%e* + 6xe* — 6e* + C

Jx3exdx =e*(x*-3x*+6x—-6)+C

3.- [xlnxdx -U=lInx, dU=‘i—x = dV = xdx, V=fxdx=xz—2+C

fl d—le xzdx_le 1Jd_le 1[x? i
xlnxdx = —Inx 5 = g x| xdx=Zlnx -S| 5

fl dx="1 x2+c—x2<1 1)+c
xinx x-2nx 2 —2 nx 2

Integral Definida

Dada una funcién f(x) y un intervalo [a; b], la integral definida es igual al 4rea limitada entre las grafica de f(x), el eje de la
abcisas, y las rectas verticalesx =a y x =b.

La integral definida se representa por: fab f(x)dx
v [ eselsigno de integracion
v' aesellimite inferior de la integracion
v' b es el limite superior de la integracion
v f(x) es el integrando o funcién a integrar
v' dx es el diferencial de x, e indica cual es la variable de la funcién que se integra
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Funcién Integral: Sea f(t) una funcién continua en el intervalo [a; b], a partir de esta funcion se define la funcidn integral:
F(x) = f;f(t)dt que depende del limite superior de integracion. Para evitar confusiones cuando se hace referencia es a la

variable de F, se le llama x. Geométricamente la funcién integral, F(x), representa el drea del recinto limitado por la curva
y = f(t), el ejedelaabcisasylasrectast =a y t = x.

A la funcidn integral, F(x), tambien se le lama funcién de dreas de f en el intervalo [a; b].

La Regla de Barrow: Dice que la integral definida de la funcién continua f(x) en un intervalo cerrado [a; b] es igual a la
diferencia entre los valores que toma una funcién primitiva F(x) de f(x), en los extremos de dicho intervalo.

b
b
| reoax = 1F@) 2 = ) - F@
a
EJERCICIOS. Resolver las siguientes integrales definidas.

s
1- [Zsenxcosxdx

Por sustitucion: t = senx dt = cosxdx

t? sen? x
senxcosxdx = | tdt = ?+ C=

|

+C

NIX

Il

senzx]z 597127 sen?0 1
2= - =
0

senxcosxdx=[ > > > =3

T
2- [, senxe*dx

Porpartes: U = senx dU =cosxdx — dV=e*dx V= [dV=[e¥dx=e*+C
J-senxe"dx = senxe"—fcosxexdx
Porpartes: U = cosx dU =—-senxdx — dV=e*dx V=[dV=[e¥dx=e*+C

fcosxe"dx = cosxe* +fsenx e*dx

fsenxe"dx =senxe* — (cosxe" +fsenxe"dx) =senxe* —cosxe* — f senxe*dx

senxe”* —cosxe*
Zfsenxe"dx=senxe"—cosxe"+C - fsenxe"dx= > +C

senxe* — cosxe"]n senme* ™ —cosme™ sen0e®—cos0e’
2 0 2 2

[
Osenxe X = —2 2—

4 1
3.- fO mdx

Haciendo un cambio de variable: t? = x — 2tdt = dx

f L —jzmt—zf : dt—ZJ(l ! )dt—zfdt zf L dt=2t—2mii+d+c
1+vx 0 ) 1we f) 1™ T 1+¢) 7 1+t "

1
dx =2Vx—-2In|1+ +C
f1+ﬁ x= 22t

S |
f dx =2V4—2In|1+ V4| —2V0—2In|1+V0| =4 - 21In3
0 1++x
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4.- Hallar el rea bajo la funcién y = x2 + 4 entre las rectas verticalesx = 1y x = 4.

A —f4(2+4)d = x3+4 4—43+4 4 v 4 1—64+16 ! 4
rea—lx X =13 X153 3 =3 3
63 99 . ”
Area = 3 +12 = 3= 33 unidades
5.- Determine el area de la regién R bajo la curva de f(x) = e’/2 desde x = —1 hasta x = 1.
AN
y= gl 2)x
T=—] r=1 i
.-..-'
f"
2+ f"
].._....;'
" |R
—+— ——t—t—x
| 1 2 3

1 1
R= f e’z dx = f e%* dx  por sustitucion - t=0,5x dt =0,5dx 2dt=dx
-1 1

1 0,5 0,5 0 5
R = f e¥%% dx = f 2etdt = ZJ etdt = 2[et] (')5 = 2(e%° — e7%5) x 2,08 unidades*
-1 -0,5 -05 Y

6.- Concentracion de un farmaco en el cuerpo. La cantidad de cierto farmaco después de que ha sido administrado al cuerpo de
un paciente en t diases: C(t) = 5e~%?t unidades.

Determine la cantidad promedio del farmaco presente en el cuerpo del paciente por los primeros 4 dias después de que se le
suministro.

La cantidad promedio del farmaco presente en el cuerpo del paciente por los primeros 4 dias después de habérsele suministrado
esta dada por:

1 ty 1 4 5 4
CPF = f C()dt = —J Se~0%t dt = —J e 02tdt
tile, 4-0J 4Jo

fe‘o’zxdx por sustitucion —» t=—0,2x dt = —0,2dx

dt
fe'o’z"dx = f et_0 5= —5fetdt =-5et+C=-5e""*+C

4

5
CPF = —f e~02tdt = 4
4 0

_cp-02t
[=5e7>*],

5 5 5
1 =2 [-5e7%8 + 5¢°] = 7 [-2,25 + 5,00] = 3,44 unidades
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